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Наведено універсальні параметри нев’язки апроксимацій дискретно заданих залежностей аналітичними функ-
ціями і критерії пошуку оптимальних значень їхніх коефіцієнтів та аналіз особливостей їхнього застосування. 
Запропоновано параметри нев’язки апроксимацій, які не залежать від діапазонів змін значень функцій та від 
кількості точок дискретно заданої залежності і можуть бути придатні для порівняння якості апроксимацій 
будь-яких залежностей будь-якими функціями. Виконано апроксимації дискретно заданої залежності мате-
матичного сподівання еквівалентного електричного опору шару гранул алюмінію під час їхнього іскроерозійно-
го диспергування у воді від миттєвих значень розрядного струму. В якості апроксимуючих функцій вибрано 
степеневу з показником степеня –1 та функцію з експоненціальною складовою. За низкою критеріїв найменшої 
похибки апроксимації знайдено оптимальні значення коефіцієнтів обох апроксимуючих функцій. Показано, в 
яких випадках доцільно використовувати об’єднані критерії пошуку оптимальних значень коефіцієнтів апрок-
симуючих функцій, а в яких достатньо простих однокомпонентних критеріїв. Бібл. 27, рис. 2, табл. 2. 
Ключові слова: електричний опір, розрядний струм, іскроерозійне диспергування, апроксимація, нев’язка, 
критерії пошуку. 
 

Вступ. Важливим етапом побудови математичних моделей отриманих у ході експе-
риментів дискретно заданих залежностей є їхня апроксимація аналітичними функціями. При 
підборі формули апроксимуючої функції потрібно враховувати вигляд її графіка, узгодже-
ність з фізичною природою отриманої у ході експериментів залежності, області визначення 
та значень функції, наявність особливих точок, складність її інтегрування і диференціювання 
та ін. [1]. Важливим фактором, що впливає на точність апроксимації, є підбір оптимальних 
значень коефіцієнтів аналітичної функції, які забезпечують мінімальні розходження з дис-
кретно заданими вхідними даними. Вже понад два сторіччя для знаходження їхніх оптима-
льних з точки зору мінімально можливих розходжень з вхідними даними значень використо-
вується метод найменших квадратів (МНК) [2, 3], а пізніше – його різновиди: зважений 
МНК, нелінійний МНК та узагальнений МНК [4]. 

Але критерій мінімального значення суми квадратів різниць (СКР) отриманої в ході 
експериментів дискретно заданої величини ey  та значень апроксимуючої її аналітичної фун-

кції ay , який використовується у МНК, при одних і тих же значеннях аргументів не завжди 

дозволяє легко і з малою кількістю ітерацій знайти оптимальні з точки зору забезпечення 
найкращого наближення значення коефіцієнтів цієї функції [1]. Крім того, СКР не є зручним 
універсальним критерієм якості (тобто ступеня точності) апроксимації, оскільки відображає 
не відносну величину, а квадрат різниці апроксимованих і дискретно заданих значень і зале-
жить від кількості дискретних точок залежності N. Середнє значення СКР теоретично не за-
лежить від кількості дискретних точок залежності, але все одно не може бути універсальним 
критерієм якості апроксимації, оскільки не є відносною величиною [1]. Корінь із середнього 
значення СКР характеризується однаковою розмірністю з експериментальними даними, але 
він знову залежить від кількості дискретних точок N. Відношення кореня середнього значен-
ня СКР до математичного сподівання дискретно заданої величини  eyM  дає змогу перейти 

до відносних критеріїв, що наближає його до універсальних критеріїв, але це відношення за-
лежить від кількості дискретних точок, тому не може вважатися універсальним критерієм [1]. 
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Актуальною і важливою задачею подальшого розвитку методів апроксимації резуль-
татів вимірювань в напрямках підвищення їх точності та зниження трудомісткості є розроб-
лення нових ефективних критеріїв пошуку оптимальних значень коефіцієнтів апроксимую-
чих функцій, а також універсальних параметрів нев’язки, придатних для порівняння похибок 
апроксимацій незалежно від кількості дискретно заданих результатів вимірювань, властивос-
тей аналітичних функцій тощо. 

Метою роботи є синтез ефективних універсальних параметрів нев’язки апроксимацій 
дискретно заданих залежностей аналітичними функціями і критеріїв пошуку оптимальних з 
точки зору мінімально можливих розходжень з вхідними даними значень їхніх коефіцієнтів 
та аналіз особливостей їхнього застосування. 

Синтез та аналіз параметрів і критеріїв. В якості параметра нев’язки апроксимації 
на основі СКР відомо використання відносного стандартного відхилення оцінки експеримен-
тальних і наближених значень [5, 6], яке є відношенням середнього квадратичного відхилен-
ня N дискретно заданих значень від наближених значень залежності  ae yy ,  до математич-

ного сподівання дискретно заданої величини: 
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Критерієм пошуку оптимальних значень коефіцієнтів апроксимуючої функції у цьому 
випадку може бути мінімальне (у ідеальному випадку нульове) значення (1). Хоча параметр 
нев’язки апроксимації (1) є безрозмірним, він не може бути універсальним, тобто використо-
вуватись для порівняння якості апроксимації будь-яких дискретно заданих залежностей 
будь-якими аналітичними функціями, оскільки його значення залежать від кількості дискре-
тно заданих точок N отриманої у ході експериментів залежності. Цей недолік легко виправи-
ти, дещо змінивши формулу (1): 
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Параметр (2) є універсальним: він безрозмірний і не залежить від кількості точок дис-
кретно заданої залежності (кількості вимірювань). Кількість дискретних точок при розрахун-
ку середньої суми квадратів відхилень скорочується з кількістю точок при розрахунку мате-
матичного сподівання дискретно заданої величини. Таким чином, параметр (2) є приведеним 
до кількості вимірювань відносним стандартним відхиленням оцінки експериментальних і 
наближених значень. За допомогою (2) можна порівнювати якість апроксимації будь-яких 
дискретно заданих залежностей будь-якої кількості пар значень, незалежно від розміру обла-
стей визначення та значень функції. 

Спрямувавши значення 1  в (2) до нуля, його можна використовувати як критерій 
пошуку оптимальних значень коефіцієнтів апроксимуючої функції. Але при знаходженні за 
критерієм мінімуму виразу (2) оптимальних значень коефіцієнтів апроксимуючих функцій, 
слід пам’ятати, що він більш чутливий до розходжень результатів апроксимації з експериме-
нтальними даними у дискретних точках з великими значеннями, ніж до аналогічних показ-
ників у точках з малими значеннями. Тому знайдені за критерієм мінімального значення (2) 
коефіцієнти апроксимуючої функції забезпечуватимуть більш якісну апроксимацію в області 
великих значень функції, ніж в області її малих значень. 

Зменшити вплив цієї особливості критерію мінімуму (2) на якість апроксимації мож-
на, використавши інший критерій – мінімального середнього значення модулів відносних 
відхилень дискретних і апроксимованих значень [6]: 

 



N

j
ejajej yyy

N 1
1

%100 . (3)

Універсальний параметр нев’язки (3) дає інформацію про середню відносну похибку 
апроксимації у всьому діапазоні зміни значень функції. Якщо мінімальне значення (3) вико-
ристовувати як критерій пошуку оптимальних значень коефіцієнтів апроксимуючих функцій, 



ISSN 1727-9895. Праці ІЕД НАН України. 2021. Вип. 59 13

то визначені у такий спосіб коефіцієнти функції можуть забезпечувати більш високу якість 
апроксимації в областях малих значень дискретно заданих залежностей у порівнянні з функ-
ціями, коефіцієнти яких знайдено за критерієм мінімуму (2). 

Наступним логічним кроком підвищення якості апроксимації в усьому діапазоні змін 
значень функцій є розроблення об’єднаного параметра нев’язки та розроблення на його ос-
нові критерію пошуку оптимальних значень коефіцієнтів апроксимуючих функцій. Одним з 
таких критеріїв може бути мінімальне значення середньозваженої суми (2) і (3) з ваговими 
коефіцієнтами b1 та b2 [7] відповідно: 

   2112112 bbbbb   . (4)

Оскільки параметри нев’язки, що обчислюються за (2) і (3), є безрозмірними (пронор-
мованими), то у більшості випадків їх можна вважати однаково важливими. У такому разі 
немає потреби у введенні вагових коефіцієнтів, і вираз (4) можна спростити: 

  2112   . (5)

Параметр (5) є універсальним показником якості апроксимації. Ще одним параметром 
нев’язки апроксимації є систематична адитивна (додатна або від’ємна) постійна складова 
відхилень апроксимованих значень від дискретно заданих. Вона може виникнути у разі, як-
що апроксимуюча функція суттєво відхиляється вище або нижче від тренду дискретно зада-
ної залежності. Параметри (1) – (5) не відображають систематичну адитивну постійну скла-
дову нев’язки апроксимації у явному вигляді. Одним з універсальних параметрів нев’язки 
апроксимації, який відображає цю складову, є середнє значення відносних відхилень дискре-
тних і апроксимованих значень [1]: 
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Хоча параметр (6) є універсальним і відображає середнє значення відносних відхи-
лень дискретних і апроксимованих значень для будь-яких дискретно заданих залежностей та 
їхніх апроксимацій, його мінімальне значення само по собі не може бути ефективним крите-
рієм пошуку оптимальних значень коефіцієнтів апроксимуючих функцій. Існує велика імові-
рність того, що навіть за рівності нулю виразу (6) майже в усіх точках дискретно заданої за-
лежності будуть великі її відхилення від значень апроксимуючої функції. Такий випадок 
майже зі стовідсотковою імовірністю матиме місце при апроксимації будь-якої залежності 
константою. Але використання складової (6) у складі об’єднаних параметрів нев’язки та кри-
теріїв пошуку оптимальних значень коефіцієнтів апроксимуючих функцій на їхній основі 
може забезпечити суттєве зменшення систематичної адитивної постійної складової відхи-
лень апроксимованих значень від дискретно заданих. Одним із таких об’єднаних параметрів 
нев’язки з ваговими коефіцієнтами складових b1, b2 та b3 може бути наступний: 

   321312113 bbbbbbb   . (7)

Якщо всі складові (7) однаково важливі, то так само, як і у попередньому випадку, від 
вагових коефіцієнтів можна відмовитися. Тоді (7) спроститься до вигляду [6]: 

  3113   . (8)

Хоча критерій мінімуму (8) є дуже перспективним для знаходження оптимальних зна-
чень коефіцієнтів апроксимуючих функцій, сам по собі вираз (8) важко назвати достатньо 
універсальним і придатним для всебічного аналізу параметром нев’язки апроксимації. З цією 
задачею, на наш погляд, найкраще справляється вираз (3). У разі, якщо потрібен додатковий 
аналіз, можна рекомендувати залучення іще і параметрів (2) та (6). 

Практичні аспекти використання параметрів нев’язки апроксимацій і критеріїв 
пошуку оптимальних значень коефіцієнтів апроксимуючих функцій. Розглянемо випа-
док апроксимації отриманої в результаті прямих експериментів дискретної залежності мате-
матичного сподівання еквівалентного електричного опору шару гранул алюмінію у воді 
M[R]e в процесі їхнього іскроерозійного диспергування [8] від миттєвих значень розрядного 
струму i на задніх фронтах його імпульсів [9], яка на рис. 1 та 2 представлена трикутниками з 
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вершинами, зорієнтованими угору. Хід і умови експериментів детально описані у [9], тому 
тут на них зосереджуватись не будемо. 

Іскроерозійне диспергування шарів гранул металів і сплавів дуже важливий процес, 
який добре зарекомендував себе як один з найтехнологічніших та найекологічніших при ви-
сокопродуктивному отриманні їхніх порошків зі спеціальними властивостями [10–15]. При 
іскроерозійному диспергуванні у воді гранул утворюючих коагулянт металів (Fe, Al) відбу-
вається знезараження [16] та очищення [17, 18] водних скидів, а гранул біологічно активних 
металів (Ag, Cu, Zn, Fe, Mo, Co, Mg, Mn) – виробництво біоцидних і біогенних гідрозолів [19] 
для подальшого використання у рослинництві [20] і тваринництві [21]. 

Еквівалентний електричний опір шарів металевих гранул в процесі їхнього електроіс-
крового диспергування залежить від багатьох чинників, які можуть бути охарактеризовані як 
детермінованими, так і стохастичними величинами [22]. Зокрема, від розрядного струму [23, 
24], його стохастичних флуктуацій [9, 25], часу протікання [26] та ін. 

Для апроксимації залежності еквівалентного електричного опору шарів металевих 
гранул від миттєвих значень розрядного струму найбільш широко використовуються функції 
на основі експоненціальної [24, 27] та на основі степеневої функції з показником степеня – 1 [1, 
6, 23]. Тому розглянемо їх для апроксимації залежності математичного сподівання еквівалентного 
електричного опору шару гранул алюмінію від миттєвих значень розрядного струму в ньому 
на задніх фронтах струмових імпульсів. Запропонований у [27] вираз для нашого випадку 
перепишемо у вигляді: 

   210 exp aiaaRM a  , (9)

де 0a – коефіцієнт функції, який визначає мінімальну постійну складову активного опору у 

випадку, коли значення струму у навантаженні прямує до нескінченності [1], Ом; 1a – коефі-
цієнт функції, який визначає різницю між максимальним (при мінімальному значенні струму 
з діапазону, що розглядається) значенням опору навантаження і його мінімальною постійною 
складовою 0a , Ом; 2a – значення струму, при зміні на яке опір навантаження змінюєтьсься в 

е разів, А. Індекс a в усіх виразах означає апроксимацію аналітичною функцією. 
 

Отримані за критеріями мінімуму (2), (3), (5) та (8) значення коефіцієнтів у (9) та зна-
чення параметрів нев’язки апроксимацій (2), (3), (5), (6), (8) функції (9) наведено в табл. 1. 
Для знаходження значень коефіцієнтів апроксимуючої функції використовувався модуль 
«Пошук рішення» пакету Excel 2003 з відповідними обмеженнями їхніх значень за методи-
кою, описаною у [6]. 

З аналізу наведених у табл. 1 даних випливає наступне: 
1) значення коефіцієнтів у виразі (9), знайдені за критеріями мінімуму (3) та мінімуму 

(5), співпали. Тобто для даного конкретного випадку критерій мінімуму об’єднаного параме-
тра 2  (5) виявився надлишковим. У даному випадку складова 1  у виразі (5) виявилась 

більш впливовою, ніж його складова 1 ; 
2) систематичну адитивну похибку апроксимації враховував лише критерій мінімуму 

об’єднаного параметра 3  (8), тому мінімальне значення параметра нев’язки   (приблизно 
8108  %) забезпечувало використання саме цього критерію. Але використання інших крите-

ріїв, крім одного, також призводило до гарних результатів за цим параметром: його значення 
за двома іншими критеріями не перевищувало 1,55 %, а лише за критерієм 1min  склало 
приблизно %87,10 , що занадто багато. У даному конкретному випадку при використанні 

критерію 1min  додаткова перевірка за параметром нев’язки   виявилась доречною Якщо 
апроксимуюча функція добре описує дискретну залежність, використання критерію мініму-
му об’єднаного параметра 3  із складовою   може виявитись надлишковим; 

3) значення коефіцієнтів у (9), знайдені за критеріями мінімуму 1  та мінімуму 3 , 

відрізняються несуттєво, набагато менше, ніж знайдені за критеріями мінімуму 1  та міні-
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муму 1 . Тобто у даному конкретному випадку складова 1  об’єднаних критеріїв 2  і 3  є 

домінуючою. 
На рис. 1 представлено графіки апроксимуючої функції (9), коефіцієнти якої знайдено 

за наступними критеріями: мінімуму 1  (3) – суцільною лінією (синього кольору в електро-

нній версії статті), мінімуму 1  (2) – точками (червоного кольору) і мінімуму 3  (8) – пунк-

тирною лінією (зеленого кольору). Графіки апроксимуючої функції, коефіцієнти якої знай-
дено за критеріями мінімуму 1  та мінімуму 3 , майже співпадають, що узгоджується з на-

веденим вище аналізом даних табл. 1. Графік функції (9), коефіцієнти якої знайдено за кри-
терієм мінімуму 1 , дещо гірше за попередні графіки узгоджується з дискретними даними в 
області малих значень функції, що було передбачено вище. 

З урахуванням фізики процесів, які протікають при іскроерозійному диспергуванні 
занурених у робочу рідину шарів металевих гранул, детально описаних у [1], було запропо-
новано електричну схему заміщення такого навантаження. Схема складається з двох парале-
льних гілок. Перша гілка містить послідовно з’єднані активний постійний опір, який моде-
лює відповідні складові опорів металевих гранул та плазмових каналів, а також джерело про-
ти-ЕРС, що моделює падіння напруги на нелінійній складовій опору плазмових каналів. Дру-
гою гілкою є лінеаризований активний опір робочої рідини [1]. За цією схемою побудовано 
спрощену математичну модель, що описує залежність її еквівалентного електричного опору 
від струму: 

     2

1

10

1

102 aiaaiaaaRM a  
, (10)

де 0a – коефіцієнт функції, який визначає мінімальну постійну складову активного опору у 

гілці схеми заміщення з джерелом проти-ЕРС [1], Ом; 1a – коефіцієнт функції, який визначає 

величину проти-ЕРС у схемі заміщення [1], В; 2a – коефіцієнт, який є лінеаризованим опором 
робочої рідини у схемі заміщення [1], Ом. 
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Рис. 1 Рис. 2 

Отримані за критеріями мінімуму (2), (3), (5) та (8) значення коефіцієнтів (10) та від-
повідні значення параметрів нев’язки апроксимацій (2), (3), (5), (6), (8) для функції (10) наве-
дено в табл. 2. Знаходження значень коефіцієнтів (10) відбувалось за описаною вище для фу-
нкції (9) методикою. 

Аналіз даних, наведених у табл. 2, повністю підтверджує результати аналізу даних 
табл. 1, однак є певні доповнення. Функція (10) набагато краще апроксимує дискретну зале-
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жність  iRM e][  (рис. 2), ніж функція (9) (рис. 1). Найменше значення середнього значення 

модулів відносних похибок апроксимації 1  функцією (10) складає лише 1,278 % (табл. 2) у 

порівнянні з 18,92 % функцією (9) (табл. 1). Такі малі значення параметрів нев’язки апрок-
симації функцією (10) внаслідок більш адекватного відображення нею особливостей фізич-
них процесів призводять до того, що значення коефіцієнтів у (10), знайдені за різними крите-
ріями, майже не відрізняються. Тому на рис. 2 разом з даними дискретної залежності 

 iRM e][  суцільною лінією наведено лише один варіант функції (10), за якого її коефіцієнти 

знайдено за критерієм мінімуму 1  (3). Надлишковість використання критеріїв мінімуму 

об’єднаних параметрів при пошуку оптимальних значень коефіцієнтів апроксимуючої функ-
ції (10) більш очевидна (табл. 2). 

 
Таблиця 1 

Значення коефіцієнтів Значення параметрів нев’язки апроксимацій Критерії 
пошуку a0, Ом a1, Ом a2, А 

1 , %  , % 
1 , % 2 , % 3 , % 

1min   0,51198 18,55810 40,79108 18,92095 1,54640 5,92736 12,42416 8,79824 

1min  0,65494 19,83601 32,39273 26,78103 -10,86755 3,69113 15,23608 13,77990

2min   0,51198 18,55810 40,79108 18,92095 1,54640 5,92737 12,42416 8,79824 

3min   0,52522 18,45134 40,69084 19,37030 7,578E-08 5,82023 12,59526 8,39684 

 
Таблиця 2 

Значення коефіцієнтів Значення параметрів нев’язки апроксимацій Критерії 
пошуку a0, Ом a1, В a2, Ом 

1 , %  , % 
1 , % 2 , % 3 , % 

1min   0,19246 192,75228 153,58575 1,27797 -0,14254 0,14226 0,71012 0,52092 

1min  0,18984 193,62000 147,39497 1,30852 -0,05219 0,13645 0,72248 0,49905 

2min   0,19246 192,75228 153,58575 1,27797 -0,14254 0,14226 0,71012 0,52092 

3min   0,19136 192,76910 153,58531 1,29182 7,975E-06 0,14333 0,71758 0,47839 

 
Висновки та узагальнення. 1. Запропоновано універсальні параметри нев’язки апро-

ксимацій аналітичними функціями дискретно заданих залежностей за виразами (2), (3), (5) і 
(8). Параметри 1 , 1 , 2  та 3  є безрозмірними. Вони не залежать від діапазонів змін зна-

чень функцій та від кількості точок дискретно заданої залежності і можуть бути придатні для 
порівняння якості апроксимацій будь-яких залежностей будь-якими функціями. 

2. Використання в якості критеріїв пошуку оптимальних значень коефіцієнтів апрок-
симуючих функцій мінімальних значень об’єднаних параметрів 2  та 3  здатне підвищити 

якість апроксимації в усьому діапазоні змін значень функції та мінімізувати систематичну 
адитивну похибку апроксимації у порівнянні з використанням простих однокомпонентних 
критеріїв пошуку. 

3. На значення параметрів нев’язки апроксимації більший вплив має здатність апрок-
симуючої функції адекватно описувати дискретно задану залежність в усьому діапазоні змін 
її значень, ніж використання більш досконалих критеріїв пошуку оптимальних значень кое-
фіцієнтів апроксимуючої функції. 

4. Якщо апроксимуюча функція з високою точністю описує дискретно задану залеж-
ність в усьому діапазоні змін її значень, оптимальні значення коефіцієнтів цієї функції, знай-
дені за різними критеріями пошуку, мало відрізняються. У цьому випадку використання 
складних критеріїв пошуку оптимальних значень коефіцієнтів за мінімальними значеннями 
об’єднаних параметрів може виявитись надлишковим. 
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5. За усіма розглянутими тут універсальними параметрами нев’язки функція, що має у 
своєму складі степеневу з показником –1, краще апроксимує дискретно задану залежність 
математичного сподівання еквівалентного електричного опору шару гранул алюмінію під 
час їхнього іскроерозійного диспергування у воді від миттєвих значень розрядного струму, 
ніж функція, що містить експоненціальну складову. 

 
Роботу виконано частково за рахунок бюджетної теми «Розроблення теорії та принципів побудови енергое-
фективних перетворювальних пристроїв стабілізації та регулювання параметрів електромагнітної енергії для 
систем живлення сучасних електротехнологічних комплексів» (шифр «Сигма-Ш4»). Державний реєстраційний 
номер 0117U000291, КПКВК 6541030. 
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DISCREPANCY PARAMETERS OF APPROXIMATIONS OF DISCRETELY SPECIFIED DEPENDENCIES 
BY ANALYTICAL FUNCTIONS AND SEARCH CRITERIA FOR OPTIMAL VALUES OF THEIR 
COEFFICIENTS 
N.A. Shydlovska, S.M. Zakharchenko, I.L. Mazurenko 
Institute of Electrodynamics of the National Academy of Sciences of Ukraine, 
pr. Peremohy, 56, Kyiv, 03057, Ukraine                     
e-mail: snzakhar@ukr.net 
 
Universal discrepancy parameters of approximations of discretely specified dependencies by analytical functions and 
search criteria for optimal values of their coefficients, as well as analysis of features of their application are described. 
Discrepancy parameters of approximations, which do not depend on the ranges of variation of the values of functions and 
the number of points of a discretely specified dependence, are proposed. They can be effective for objectively comparing 
the quality of approximations of any dependencies by any functions. Approximations of a discretely specified dependence 
of the mathematical expectation of the equivalent electrical resistance of a layer of aluminum granules during spark-
erosion dispersion in water on the instantaneous values of the discharge current are carried out. As approximating func-
tions, we chose a power function with an exponent factor –1 and a function based on exponential. Using the criteria of the 
least approximation error, the optimal values of the coefficients of both approximating functions are founded. It is shown 
in which cases it is advisable to use the combined search criteria for the optimal values of the coefficients of the approxi-
mating functions, and in which are enough simple one-component ones. Ref. 27, fig. 2, tables 2. 
Keywords: electrical resistance, discharge current, spark-erosion dispersion, approximation, discrepancy, search 
criteria. 
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